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Exercice 1

Partie 1
uy € [Oa 1]
On considére la suite (un)n>1 définie par : 5 1
Vn € N, wupiq = 1—2un + 3"

1. Compléter la fonction en langage Python suivante, qui prend en entrée un entier naturel non nul n et

un‘réel ul de [0, 1] correspondant au terme initial u; de la suite, et renvoie le terme wuy,.

import numpy as np

def suite(n,ul):
u = ul
for k in range(...):
u =
return u

v 5 1
2. (a) Résoudre, pour = € R, I'équation z = ot t 3 Notons £ la solution.

(b) On définit la suite (vp)p>1 par Vn € N*, v, = up, — £.
Démontrer que la suite (vg)n>1 est géométrique.

(c) Donner Pexpression du terme général de (vy,)n>1 en fonction de n et de v;.

(d) En déduire celle du terme général de (uy)n>1 en fonction de n et de uy.

Partie 2

L e o4 (9 4 _ (12 0 (4 -1 R
Oncon81derelesma,trlces.A—.(3 8>,D—<0' 5),P—(3 1>etQ*'f(_3 4)'

3. On note X = (g) et Xo = <_11>

(a) Calculer AXy et AXo.

(b) En déduire que 12 et 5 sont des valeurs propres de A et donner des vecteurs propres associés.

4. Montrer que P est inversible et donnér son inverse. (On vérifiera que P! = Q.)
5. Vérifier que A = PDPL.
6. Démontrer que Vn € N, A™ = PD"P~!.

7, Soit X = <(1)>

(a) Calculer P71X.

(b) En déduire I'expression de A" X pour tout entier naturel n.
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Partie 3

Un client d'une agence de voyages cherche & prévoir ses vacances au soleil pour I’hiver (entre décembre et
février) et & éviter la pluie. Sur la destination souhaitée, on suppose que soit il pleut, soit il fait beau. On
sait de plus que, pour n € N* :

v 3
e S’il fait beau un certain jour n, la probabilité qu’il fasse beau le lendemain est 1

1
o S’il pleut un certain jour n, la probabilité qu’il fasse beau le lendemain est 3"

Pour n € N*, on note :
o A, I'événement : « Il fait beau le jour n », et ay, la probabilité P(Ay).
e B, I’événement : « Il pleut le jour n », et b, la probabilité P(B,,).
On suppose que le jour 1, & savoir le 1°* décembre, il fait beau. Donc a3 = P(A4;) = 1.
8. Déterminer by, as, bs.
9. Soit n € N*.

3 1 1 2
(a) Montrer que P(Ap+1) = ZP(An) + §P(Bn) et que P(Bp4+1) = ZP(An) + gP(Bn).

43147 On+1\ _ an, o _i
(b) En déduire que (an) =M <bn> ou M = 12A.

(c) Justifier que a, + b, = 1.
10. (a) Montrer, par récurrence sur n, que Vn € N*, (Z") =M™t ((1))
(b) En déduire expression de ay, et de b, en fonction dé n.

11. On se propose, dans cette question, de trouver le terme général de (an)n>1 €t de (by)n>1 d’une maniere

différente.

5 1

(a) Montrer que Vn € N*, a1 = T59n + 3
5\"' 4
(b) En utilisant la partie 1, démontrer que Vn € N*,a,, = % (1—2) + =

(c) En déduire I’expression de b, en fonction de n.

12. Déterminer lim a, et lim b,.
n—+00 n—>+00
13. Le client doit partir le 1°* décembre, pour un séjour de 10 jours (du 1°* décembre au 10 décembre).

(a) Quelle est la probabilité qu’il fasse beau durant les 9 premiers jours et qu’il pleuve le dernier
jour?

(b) Quelle est la probabilité que le voyageur reparte sous la pluie, c’est-a-dire qu’il pleuve le jour 10 ?

K ag— - Tournez la page s.v.p.
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Exercice 2

Partie 1

Soit, f la fonction définie par f(z) = In(1 + €%).
On note %y sa courbe représentative dans un repere orthonormé.
1. Justifier que ’ensemble de définition de f est R.
On admet que f est continue et dérivable sur R.

T
2. Vérifier que Vz € R, f'(z) = 5 j_ =

En déduire la monotonie de f sur R.

3. Calculer la limite de f en —oo.
% admet-elle une asymptote ? Si oui, donner ’équation de cette asymptote.

4. (a) Déterminer la limite de f en +oo.
(b) Démontrer que Vz € R, f(z) =z +1In(1+e 7).
(c) En déduire que la droite (D) d’équation y = z est asymptote & la courbe % en +oo.
(d) Etudier le signe de f(z) — z pour tout réel z, et en déduire la position relative de (D) par rapport
a €r.

5. Déterminer ’équation de la tangente (Tp) & €7 au point d’abscisse 0.

6. (a) Dresser le tableau de variations de f en précisant les limites aux bornes et la valeur en 0.
(b) Tracer sur un méme repére l’allure de la courbe %, les droites (D) et (Tp).
On admet qu’une valeur approchée de In(2) est 0,69.
Partie 2

1
v
Pour tout entier naturel n, on pose pour tout réel z de [0,1], gn(z) =In (1 +e7™) et I, = / gn(x)dz.
0

7. (a) Montrer que Vz € [0,1], Vn € N, gn41(z) < gn(z).
(b) En déduire que la suite (In)n>0 est décroissante.
(c) Montrer que la suite (In)n>0 st convergente.

8. (a) A Paide d’une intégration par parties, montrer que pour tout entier naturel n,

4 Te
I,=1In (1 + e_") + ’rL/OV Wd’l

1
(b) Montrer que Vn €N, 0 < I, <In (1+¢™") + n/ re "dz.
' 0

1 —n -n
—e 1—e
(c) Montrer que pour tout entier naturel n non nul, / ze  "dr = + S
0 n T

(d) En déduire que lim I, = 0.
n—r+00

9. (a) Ecrire une fonction en langage Python, nommée gn, prenant en entrée un entier naturel non nul
n et un réel x et renvoyant g,(z).




(b) On dispose d’une fonction en langage Python nommée I prenant en entrée un entier naturel non
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nul n et renvoyant une valeur approchée de I, & 10™7 pres.
On exécute le code suivant :

plt

plt.
plt.
.show ()

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

= np.zeros (14)

= np.zeros (14)

n in rangé (14):
L_x[n] = n+1

L_yln] = (a+1)*I(n+1)

plot(L_x,L_y,’.xr’) N
plot ([1,14],[np.pi**2/12,np.pi**2/12])

On obtient la figure ci-dessous :
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Que peut-on conjecturer sur la suite (nl,)n>17?

Tournez la page s.v.p. ‘
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Exercice 3

0 siz<s
Soit s un réel strictement positif. On définit f(z) = 252
Tv_é_ sinon.

1. Vérifier que f est une densité de probabilité.

On modélise, pour un employé pris au hasard dans la population, le nombre S de SMIC (salaire minimum)
que vaut son salaire. On note s le SMIC. Par définition, on a téujours S > s. Si par exemple un employé
gagne 2 SMIC, son salaire vaut S = 2s.

On suppose que S est une variable aléatoire & densité, de densité f, ol f est la fonction définie ci-dessus.

2. Montrer que la fonction de répartition de S est la fonction F' définie par :

Vo €] — 0o,s], F(z) =0 et Va € [s,+oo], F(z) =1— (%)2

3. Dresser le tableau de variations de F sur [s, 400[ et représenter 1’allure de sa courbe sur R.
1
4. Soit G la fonction définie sur [0, 1 par Vy € [0,1[, G(y) = s T
(a) Montrer que F est une bijection de [s, +oo[ vers [0, 1].
(b) Montrer que Vy € [0, 1], G(y) € [s,+ool.
(c) Montrer que Yy € [0,1], F(G(y)) = y-
5. Soit U une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [0, 1[ et V' la variable aléatoire égale & G(U).
(a) Rappeler la fonction de répartition d’une loi uniforme sur [0,1].
(b) Montrer que Yz € [s,+oo[, P(V < z) = P(U < F(@)) = F(z) et Yz €] — 00, 8], P(V <) =0.
(¢) En déduire que V est une variable aléatoire de mémetloi que S.

6. Compléter la fonction S suivante en langage Python qui prend en entrée le réel strictement positif s

et qui renvoie une simulation de S.
On rappelle que la commande rd.random() renvoie un nombre aléatoire compris entre 0 et 1 selon

une loi uniforme sur [0,1].

import numpy.random as rd

def S(s):
U = rd.random()
g =
return S

7. Démontrer que S admet une espérance et vérifier que E(S) = 2s.
8. S admet-elle une variance ?
-
9. Démontrer que la probabilité qu'un employé ait un salaire d’au moins 53 vaut p = 9
Dans la suite de V’exercice, on considére Si, S2, ..., Sp n variables aléatoires indépendantes représentant le

salaire de n salariés distincts.
On s’intéresse ici au nombre N,, de ces n salariés qui ont un salaire horaire d’au moins —2-.5'.

On admet que N, est une variable aléatoire.

10. Déterminer la loi de N,.
20n

11. Calculer E(N,,) et vérifier que V(INy) = oL
12. Déterminer, en fonction de n, la probabilité qu’au plus 2 employés parmi les n aient un salaire horaire

.3
d’au moins 53'
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1
13. Notons M,, = o7 (S1+S2+ -+ Sp).

(a)
(b)

(c)

Déterminer 1’espérance de M,,.

On considére le programme suivant ou S est la fonction en langage Python obtenue & la question 6.

import numpy as np
import numpy.random as rd
import matplotlib.pyplot as plt

= 1000
= 1330
=0
np.zeros (n)
np.zeros(n)
np.zeros(n)

or k in range(l,n+1):
M =M+ S(s)

H BT =En B
]

Flk-1] = 1/(2xk)*M
X[k-1] = k
Lik-1] = s

plt.plot (X,F)
plt.plot(X,L)
plt.show ()

Que représente F'?

On obtient les courbes suivantes :
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Justifier que les appels différents de ce programme donnent des courbes différentes.
Que permet de conjecturer ces courbes sur le comportement des réalisations de M,, quand n tend

vers +00 7 I

- 1,?,;._




