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ESPRIT DE L’EPREUVE

e Vérifier chez les candidats I’existence des bases nécessaires pour des études supérieures de manage-
ment.

e Apprécier 'aptitude & lire et comprendre un énoncé, choisir un outil adapté et 'appliquer (théo-
reme).

e Apprécier le bon sens des candidats et la rigueur du raisonnement.

B SUJET

e Trois exercices indépendants portant sur les trois domaines du programme.

B EVALUATION

e Exercices de valeur sensiblement égale.

B EPREUVE

Aucun document et instrument de calcul n’est autorisé.

Les candidats sont invités a soigner la présentation de leur copie, a mettre en évidence les
principaux résultats, a respecter les notations de 1’énoncé, et a donner des démonstrations
completes (mais breves) de leurs affirmations.
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EXERCICE 1

1. © Pour toute matrice M € .#3(IR), 03M + M03 = 03 IDonc Ey, = #5(R).

o C Soit M € #5(R).
Si M € Ey, alors IsM + M 13 = 03 ou encore 2M = 0s.
Donc M = 03.
Ainsi E7, C {0}.
C I30+0 I3 =0. Donc 0 € Ey,.
IDonc Er, = {03}

2. Soit C € //3(]1’:{)
e E¢ est une partie de .#5(IR) par définition.

e 03 € E¢ car C03 + 03C = 03, ainsi Fo n’est pas vide.
e Pour tous M et N de Ec, et tout A réel, C(M +AN)+(M+AN)C = CM+MC+XNCN+NC).
Or M € Ec. Donc CM + MC = 03.
Or N € Ec. Donc CN + NC = 03.
Donc C(M 4+ AN) 4+ (M + AN)C = 0. Ainsi M + AN € E¢.
Donc E¢ est stable par combinaison linéaire

IAinSi, par caractérisation des sous-espaces vectoriels, E¢ est un sous-espace vectoriel de .#3(IR) .

3. M € E4 donc AM 4+ MA = 03, ainsi "(AM + M A) = 03, c’est-a-dire ‘M'A +'A'M = 03.
Or A est symétrique, ‘MA+ A'M =03, I ainsi 'M appartient & Ey .

4. (a) A est symétrique I donc A est diagonalisable.

5 -2 —4 9 —-18 0
(b) A2 =[-2 8 —2]|etA>=|-18 0 18| = 94, donc 2® — 9z est un polynéme
-4 -2 5 0 18 -9

annulateur de A.
IAinsi, si A est valeur propre de A, alors A3 — 9\ =0.

(¢) Les solutions de 1’équation A*> — 9\ = 0 sont —3, 0 et 3.

4 -2 0 1 1
Sia=-3,A+3l3=(—-2 3 2|.Remarquonsque (A+3I3)| 2 | =0.Et | 2 | #0.
0 2 2 —2 —2
1
Donc —3 est bien une valeur propre de A et | 2 | en est un vecteur propre associé.
-2
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2 2
SiA=0, Remarquonsque A | 1| =0.Et [1] #0.

2 2
2
Donc 0 est bien une valeur propre de A et | 1 | en est un vecteur propre associé.
2
-2 -2 0 -2 -2
SiA=3,A-3l3=|-2 -3 2 |.Remarquonsque (A—3I3)( 2 | =0.Et | 2 | #0.
0o 2 -4 1 1
-2
Donc 3 est bien une valeur propre de A et | 2 | en est un vecteur propre associé.
1
1 2 -2
Comme les vecteurs | 2 |, [ 1], [ 2 | sont associés a des valeurs propres deux a deux
-2 2 1
distinctes, alors ils forment une famille libre de cardinal 3 donc une base.
-3 00 1 2 =2
Finalement, en posant D= 0 0 0] etP=|2 1 2 |,D=P'AP.
0 0 3 -2 2 1

1 1 1
5. Remarquons que I P? =9]3 , cest-a-dire §P.P =P—-P =15, |ainsi P! = §P.

9
6. (a)

—3a —3b —3c —3a 0 3c
DN = 0 0 0 et ND=|-3d 0 3f
3g 3h 3 -39 0 3i

—6a —3b 0

Donc N € Ep  si et seulement si —-3d 0 3f| =03
0 3h  Gu
siet seulementsi a=b=d=f=h=i=0,

0
si et seulement si N = (0
g

0 0 ¢
N appartient a Ep si et seulement si N =0 e 0
g 0 O

(b) D’apres la question précédente,

o o O

0 c
Ep = 0 0| : (ce,9) € R?
g 0

= Vect(Nl, No, Ng) ,
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0 01 0 0
Oﬁle 0 0 0 ,NQZ 0 1
0 00 0 0

0 0 00
O et N3=|0 0 O
0 100

De plus la famille (N1, Ny, N3) est libre,
Idonc (N1, N2, N3) est une base de Ep . En particulier, Fp est de dimension 3.

7. (a) Comme N = P"*MP donc M = PNP~!, et par ailleurs D = P~'AP donc A = PDP™!,

ainsi :

M e Ey

—
—
—
—
—

!

AM + MA =03

(PDP~')(PNP™') + (PNP ) (PDP') =03
PDNP~'+ PNDP =03

P(DN + ND)P~' =03

DN + ND = 03

NeEp.

IAinsi7 M € E 4 si et seulement si N € Ep.

(b) ¢ Soit M de .#5(IR).

MeEy, — P 'MPecEp
— 3(c,e,9) € R, P 'MP =¢Ny+eNy+gNs
— 3(c,e,9) € R>, M =cPN P!+ ePN,P~ !+ gPNsP L.

Ainsi, E4 = Vect(PN1 P~

L PNoP7 PNsP7YY.

o Montrons maintenant que la famille (PN, P!, PNoP~*, PN3P~1) est libre.
Soient a, b, ¢ trois réels tels que aPNy P~ + bPNyP~! + ¢cPN3P~! = 03. Alors P(aN; +

bNy 4+ cN3)P~1 = 03.

donc aNy + bNy + ¢N3 = 03, d’ott a = b = ¢ = 0 car la famille (N7, No, N3) est libre.

Ainsi, la famille (PN P~}

,PNoP~!, PN3P™1) est libre.

o Puisqu’elle est également génératrice de F 4, c’est une base de E4 .
1
OrpP'lt=_pP, Idonc la famille (PN P, PNy P, PN3P) est également une base de F4 .

9

8. Soit M € #5(IR) .

(A+M)*=A* + AM + MA+ M*.
Donc (A4 M)? = A? + M? < AM +MA=03 < McE,.
Ainsi, les matrices M vérifiant (A4 M)* = A%+ M? sont exactement les matrices de E4 , c’est-a-dire
0 0 ¢
les matrices de la forme P [0 e 0| P, ou (c,e,g) € R3.
g 0 0

9. Par définition, ker(¢) = E4 , donc ker(y) est de dimension 3, ainsi d’apres le théoréme du rang :

rg(y) = dim .#3(IR) — dimker(p) =9 -3 =6.

IAinsi rg(p) = 6.
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EXERCICE 2

1. (a) Soitn € IN.

e La fonction ¢ — t"e™! est continue et & valeurs positives sur [0, +00] comme produit de
fonctions usuelles continues et a valeurs positives.

. _ . , _ 1
e lim t"*?e¢~! = 0 par croissances comparées, donc t"e”! = o = |-
t—+o00 t—+o0 t

+oo 1
Or l'intégrale / 2 d t est convergente (car 2 > 1).
1

“+o0o
Donc par comparaison des intégrales de fonctions positives, I'intégrale / t"e "t dt est
1

convergente.

+00
‘Donc par la relation de Chasles, 'intégrale / t"e~t dt est convergente.
0

0 sit<0

(b) Une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre 1 a pour densité ¢t — { oGS0
e sit>

. o
donc / e tdt =1.
0

+oo
Et une telle variable aléatoire admet un espérance qui vaut 1. Donc / te tdt =1.
0

| Ainsi [y =1 et [; = 1.

2. Soit x un réel positif.
—t

xt
usuelles continues et a valeurs positives dont le dénominateur ne s’annule pas.
—t
e
e De plus, pour tout ¢t € [0,+o0[, 1 +zt > 1 et et >0, donc 0 < T
x

e La fonction ¢t — est continue et & valeurs positives sur [0, +00[ comme quotient de fonctions

—t

<e

+oo
Or lintégrale / et dt est convergente.
0
—t

14+ at

“+o00
‘Donc par comparaison des intégrales de fonctions positives, 'intégrale / dt est convergente.
0

+00
3. F(O):/ e tdt =TI =1.| Ainsi F(0) =1
0
4. Pour tout t € [0,4+00[, z <y donc 1 +xt < 1+ yt.
1 < 1 .
1+yt ~ 14at

Donc par décroissance de la fonction inverse sur IRY ,

—t —t

e
< .

14yt  1+at

I Ainsi, par croissance de l'intégrale, F'(y) < F(z).

Or et > 0. Donc

Autrement dit, | la fonction F' est décroissante sur [0, +o00].
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1
5. (a) Sia:=0,alors/ dtz/ dt=1.
0 1+t 0

1
1 1 In(1
Siz>0 ,alors/ at = | L (14 2r| = ROFD
o 1+xt T 0 z
1 1 1 sizx=0
Ainsi/ dt = < In(1
o 1+at M siz>0
%
(b) Soit z un réel strictement positif.
Pour tout ¢t € [0,1],0< e "< 1let 142t >0, donc 0 < ° <

14+at  14at’
1 ot 1

Ainsi par croissance de l'intégrale, 0 < / dt < /
0 0

1+t 1+t
(c) Soit = un réel strictement positif.
—t —t
e e
Pour tout réel t > 1, 1+ at > x et e * > 0. Donc Vt € [0,1], 0 < 1ot < —.
x T
+o0o e—t 1 +o00
Ainsi, par croissance de U'intégrale, 0 < / dt < — / e tdt.
1 1 + xt T Jq

(d) Soit z un réel strictement positif.

1t +oo ot
D’apres la relation de Chasles, F(x) = / dt + / dt.
0 1 + xt 1 1 -+ xt

In(1 K oo
Donc d’apres les questions précédentes, 0 < F'(x) < In(1+2) +— ou K = / e tdt.
X X 1

In(1
Or lim M =0car lim 1+ z=+4o0.
z—+oo 14+ x z—+00
Et Ve > 1, In(1+ x) _ In(l+z) 14z ot lim 14z 1
x 1+x x z—4o00
Donc lim M =0et lim (M + 5) —0.
T—+00 €T T——+00 €T €T

IDonc d’apres le théoreme d’encadrement, lim F(z) =0.
r—+00

6. (a)

F(:c)—/0+ooe_t(1—9ct)dt - /OJFOOe_t(l_:xt—(l—xt)) dt

400 et
_ /O (1—(1—xt)(1+xt)> dt

1+ at

+oo e_t
= / —— 2 dt
0 14+ at
“+o00 t2 —t
= a:2/ c dt .
0 1 —+ xt

“+oo “+oo tze—t
Ainsi F(z) — / e '(1 —xt)dt = a:2/ dt
0 0 ]. + xt
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+o0
(b) Or F(z) — /0 e~t(1 — at)dt = F(x) — Io + o

t2et 1
Et pour tout £ >0, 0 < < t?et ca <
pouttoub =4 VS 7 S C SR

—+o00 tze—t —+o00
Donc par croissance de l'intégrale, 0 < / dt < / t2e~tdt.

+oo
Or / e tdt =1I,.
0

IAinsi, d’apres lidentité de la question précédente, 0 < F(z) — Iy 4+ zI; < 2°15.

7. (a) D’apres la question 1b, Iy =11 = 1.
D’apres 'encadrement de la question précédente, 0 < F(z) — 1+ x < 21y,
Flz)—1+=x
x

Donc 0 < < zly. Or lim zl, = 0.
z—0

F(zx)-1
Ainsi, d’apres le théoréme d’encadrement, lim M = 0, autrement dit F'(z) — 1+

z—0 x
z = o(z).

ID’OfJ F(x) =, 1—z+ o(x).
xT—r

F(x)— F(0 F(x)—1
(o) a0, F@ —FO) _ F() 1
z—0 T
F(z)—1 1—z+ -1
Et d’apres la question précédente, (z) = ( x o(m)) = —1+4+0(1).
x z—0 x x—0
F(zx)-F
Donc lin}) LO(O) =-1, I autrement dit F est dérivable en 0 et F'(0) = —1.
xr— xr —
8. D’apres les questions précédentes,

e F(0)=1,

o [ est décroissante sur [0, +oo],

e F tend vers 0 en +o0,

e la tangente a la courbe représentative de F' au point d’abscisse 0 a pour équation y =1 — x.

Courbe représentative de F

F
— ¥y =1—x
T T T T
12.5 15.0 17.5 20.0
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EXERCICE 3

Partie 1.
1. Soit i € [1,n].

e La fonction f; est continue sur | — oo, 1[ (car constante) et sur |1, +oo[ (comme inverse d’une
fonction usuelle continue dont le dénominateur ne s’annule pas). Ainsi, f; est continue sur

R\ {1}.

e La fonction f; est a valeurs positives sur IR .

1
e L’intégrale / fi(t) dt converge car f; =0 sur | — oo, 1].
—00

+oo “+o0o
L’intégrale fi(t) dt converge car / —i dx est une intégrale de Riemannet ¢+1 > 1.
x
o 1
Donc fi(t) dt converge.
oo too 114
De pl (1) dt = dt= 1 [——.} ~1.
eplus, [ filt) /1 i T S LT
IAinsi7 fi est bien une densité de probabilité.
2. (a) Soit i€ [1,n].
+oo
X,; admet une espérance si et seulement si / tfi(t) dt converge absolument,
—00

—+00
si et seulement si / m dt converge,
1
si et seulement si ¢ > 1, d’apres le résultat sur les intégrales de Riemann.
IAinsi, X, admet une espérance si et seulement si ¢ € [2,n].

t’L

7 A
= lim { - ]
A——+oo (l — 1)151_1 1

+oc0 i
Dans ce cas, E(X;) = / —dt
1

y i i

Ao (z 1 - 1)Ai—1>
i

i1

?

Ainsi Vi € [2,n], E(X;) = - T
Z_

. . . . . . i 1+ 1
(b) Pour tout i € [2,n — 1], i* > 3> — 1 ou encore i> > (i — 1)(i + 1) donc - > —
i— i
E(X;) > E(Xiy1) .
Ainsi, les numéros de catégorie socioprofessionnelle sont donnés dans l'ordre décroissant de revenu
moyen : les individus de la catégorie numéro 2 possede un revenu moyen supérieur a ceux de la
catégorie numéro 3, etc.

. Alors
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. Soient i € [1,n] et  un réel.

x x
eSizx <1 ,Fl(ZE):/ fl(t)dt:/ 0dt=0.
—00 —o0
eSixz>1 -
—o0
1 x
= [ nwaes [ o
—00 1
=0
Tog
_ 1
= i
1 1 1 >1
Ainsi, Fi(z) = T T TEL
0 si z<1.

(a) Remarquons d’abord que 0 < U < 1 presque siirement, donc 0 < U i< presque strement,
donc V; > 1 presque strement. Ainsi, V;(2) =|1, 4o0].
Donc Vz < 1, Fy,(z) = 0.

Soit x > 1. .
Fy(z) = P<U1/73 <$)
c 1
P (Ul/ P> ) par décroissance de la fonction inverse sur IR’
T
1 . . ) *
= P(UZ> = par croissance de la fonction x — z* sur IR’
x
1
x
1 1
= 1—*., CarfE]O,l[.
zt Tt

IAinsi, pour tout z € R, Fy,(z) = F;(x), donc V; et X; suivent la méme loi.
(b) On simule U puis Vj.

import numpy.random as rd

def simulX(i):
u = rd.random ()
return u **x (-1/i)
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Partie II.

5. On simule une loi binomiale, c’est-a-dire la loi du nombre de succes dans une répétition d’épreuves
de Bernoulli indépendantes et de méme probabilité de succes. Cependant on initialise le compte a
1 car c¢’est Y — 1 qui suit une loi binomiale.

import numpy.random as rd

def simulY(n, p):
x =1
for i in range(n-1):
if rd.random() < p:
x += 1
return X

def 1loiY(n, p):
N = 10000
loi = [0] * n
for k in range(N):
y = simulY(n, p)
loi[y-1] += 1 / N
return loi

import matplotlib.pyplot as plt
def figure(n, p):
valeurs = np.arange (1, n+1)
probas = loiY(n, p)
plt.bar (valeurs, probas)
plt.show ()

8. (a) La clé primaire d’une table doit permettre d’identifier de maniére unique chaque enregistre-
ment de la table : chaque enregistrement doit posséder une valeur dans cet attribut, et deux
enregistrements différents doivent avoir des valeurs différentes dans cet attribut.

(b) Dans la table individu, lattribut i_insee peut servir de clé primaire.
Dans la table departement, 'attribut d_numero peut servir de clé primaire.
Dans la table profession, I’attribut p_pcs peut servir de clé primaire.
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(c) Les traits reliant deux tables indiquent l'attribut permettant de les lier.

deparfement
individu pa
- d_numero
i_nom
. d_nom
i_prenmom
d ulation
i_departement -Pop
i_insee
i_code_profession

profession

p_pcs
p_categorie

p_intitule

(d):
SELECT DISTINCT i_code_profession
FROM individu

WHERE i_departement = 28;

SELECT i_insee, p_categorie
FROM individu
INNER JOIN profession ON i_code_profession = p_pcs

Partie III.

9. Pour tout ¢ € [[1,n], La loi conditionnelle de Z,, sachant [Y = i] est la loi de Xj .
Or toutes les variables aléatoires X; sont a valeurs dans [1, +oo].
Donc Z, est a valeurs dans [1, +oo et I Gr(z) = 0 pour tout x < 1.

10. (a) Pour tout i € [1,n], la loi conditionnelle de Z,, sachant [Y = i] est la loi de X .
IDonc Py_y(Z, <z)=P(X; < 7) = Fi().
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(b) D’apres la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’événements associé
aY:{[Y =4 : ie[l,n]}:

Gn(x) = P(Z,<x)
= ) Py_y(Z, <2)P(Y =)
i=1

= Y F@)PY -1=i-1)

=1

= Zn: Fi(x) (ZL : 11>pi‘1(1 —p)"

n—1
o n—1 Dl
Ainsi G, (z) = E Fk+1($)< I )Pk(l_P) .
k=0

Gn(z) = > (1 - #) (n ; 1>pk(1 — p)nik

k=0
_ ot N
B ( k 1>pk(1_p)n_1_k_§kzo< k1>(§)k(1—p) -
o (n 5 1>pk(1 —p)n =1
Alors Gp(z) = 1— i(g 1 _p)'n—l
(p+(1—pa)""

(p+ (1 —p)a)" " _

‘Ainsi Gn(z)=1-

11. D’apres les questions précédentes,

e la fonction G,, est de classe €' sur | — oo, 1] (car constante) et sur |1, o0 (comme produit de
fonctions polynomiales dont le dénominateur ne s’annule pas).
Ainsi, G, est de classe €' sur R\ {1}.
e En particulier, G,, est continue sur R\ {1}.
De plus, hr{l Gn(z) =0=G,(1) = lim G,(z),
Tx— 1"

r—1+
Donc G, est continue en 1.

Finalement, G,, est continue sur IR.

IPar caractérisation des variables aléatoires a densité, Z,, est donc une variable aléatoire a densité.

12.
def sondage(n, p):

i = simulY(n, p)
return simulX (i)
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13.

(a) Pour tout z < 1, Gp(z) =0.
Soit x > 1. D’apres la question 10c,

1 n—1_\n—1
=+ —=x
Gn<33) = 1- (n ;n )
_ l(l—l-(n—l)x)n*l
B T nx
- 1 i(l x_l)n_l
B x nx
1 r—1 n—1
Ainsi Vz € R, G, (z) = 1_33(1_ m:) si z>1,
0 si z<1.

(b) x Soit z < 1. Pour tout n € IN*, Gy,(z) =0.
Donc EIE Gn(x)=0.

Soit > 1. D’apres 'expression de G, (z) obtenue a la question précédente,

Gn(x):1—%exp<(n—1)ln<1—x_1>>.

nx
-1
Or In(1+h) ~ h.Donc comme i — 0,
h—0 nr mn—+oo
-1 -1
(n—l)ln(l—x ) ~ (-1
nx n—+00 nr

z—1 1—2

Alors Tim (n—1)In (1— _
O
1—x

1
D’out d’apres lidentité (1) : lim Gp(x)=1——e =
x

n—-+00

1 (=x)

Finalement, pour tout x réel, lim G,(z) = G(z),ouG(z) = 1- 257

n——+oo 0
0
* G est une fonction de classe ! sur R\ {1} de dérivée g définie par g(x) = { 1+ z

3

x

e g est positive sur IR.
e g est une fonction continue sur R\{1}.
e Une primitive de g est G sur |1,4+o0[ et lim G(x) =1 et lim G(z) = 0.

T—>+00 rz—1

+00
Donc / g(x) dz converge et vaut 1.
1

1
Comme g est nulle sur | — oo, 1], / g(x) dx converge et vaut 0.

—00

+o0o
Donc par définition / g(x) dx converge et vaut 1

—0o0
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Donc g est une densité de probabilité.
x
OrvVze R, G(z) = / g(t) dt. Donc G est bien une fonction de répartition.
—0o0
Ainsi la suite de variables aléatoires (Z,)n,en+ converge en loi vers une variable aléatoire de fonction
de répartition G .
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RAPPORT D’EPREUVE

1 Remarques globales

1.1 Forme

Le sujet présente trois exercices permettant de couvrir le programme. La longueur des deux premiers
exercices permettait aux candidats de traiter également le troisieme. L’informatique était présente dans
le sujet (langage Python et SQL), et s’articulait avec les mathématiques.

Dans chaque exercice on pouvait rencontrer des questions de difficultés variées avec notamment des
questions de connaissance du cours assez simples permettant de distinguer parmi les candidats faibles,
les éleves sérieux des autres.

On pourra de nouveau déplorer un trop grand nombre de copies dont le soin et la lisibilité n’étaient
pas au rendez-vous. Pour rappel, une réponse illisible est par défaut considérée comme erronée. De plus un
bon nombre de copies avaient des questions mal (ou pas numérotées), cela rend la correction désagréable.
Outre le fait de bien numéroter les questions, il est aussi recommandé de passer une ligne ou de tracer
un trait entre les questions traitées.

On rappelle une nouvelle fois que les abréviations sont a proscrire, qu’elles soient assez limpides ou
plus obscures. Elles n’ont pas leur place dans une copie de concours.

Il est inutile de recopier ou de paraphraser la question avant d’y répondre. Les candidats perdent du
temps, et quelque fois, il est génant de se rendre compte que rien ne permet de distinguer la partie « je
paraphrase I’énoncé » de la partie « je construis mon raisonnement ».

Avec une moyenne de 11,2 et un écart-type de 6, cette épreuve a permis une sélection tout a fait
satisfaisante des candidats.

1.2 Fond

Un nombre non négligeable de candidats sont d’un niveau extrémement faible, avec de grosses lacunes
calculatoires (confondre multiplier et diviser...).

L’emploi du vocabulaire et des notations mathématiques manque souvent de rigueur.

Pour les copies tres fournies, il ne s’agit pas seulement de traiter beaucoup de questions, mais il faut
surtout BIEN les traiter : bacler les raisonnements est contre-productif.

2 Remarques question par question

Exercice 1

1. A peu pres la moitié des candidats a répondu juste, mais souvent avec des réponses comme «en-
semble des matrices nulles ou ensemble des matrices de .#Z3(R) ».

Beaucoup d’étudiants ne savent pas utiliser correctement les notations et confondent ’ensemble E¢
et les éléments qui le composent, par exemple, beaucoup écrivent a tort Ey = 0M + MO
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2. Question tres mal traitée.

* Oubli de l'inclusion la plupart du temps.
* Des étudiants montrent que le vecteur nul appartient a I’ensemble E- en utilisant la question
1.!

* La stabilité par combinaison linéaire n’est pas du tout comprise par la plupart des candidats.
Il y a ceux qui confondent cette démonstration avec la démonstration de la linéarité d’une
application. Et ceux qui confondent les matrices sur lesquelles il faut vérifier cette stabilité.
(La combinaison linéaire est sur M et non sur C).

3. Le caractere symétrique de A est souvent vu.

4. (a) Cette question est tres bien traitée.
(b) Peu d’étudiants pensent & utiliser un polynéme annulateur.

Le lien entre A valeur propre et la non-inversibilité de A — AT est trés souvent a juste titre cité.
Malheureusement les calculs pour la détermination des pivots ne sont pas toujours menés avec
succes.
(c) La question a été plutot bien traitée.

Cependant, beaucoup d’étudiants oublient de confirmer que —3, 0, 3 sont effectivement valeurs
propres de A. L’équivalence suivante, souvent rencontrée, «(\ est valeur propre de A) est
équivalent & (« )A est racine du polynéme annulateur trouvé a la question précédente)s, est
incorrecte seule une implication est vraie. A ce stade de l'exercice on a simplement Sp(A) C
{-3;0,3}.

Enfin, la consigne «dont les coefficients diagonaux sont tous égaux a 1» n’est pas toujours
respectée.

5. Souvent correcte lorsque 4.(c) est juste.
Meéme si quelque fois, alors que P était juste, certains candidats veulent absolument trouver P? = I.

6. (a) Cette question et bien traitée en général.
Mais I’équivalence n’est pas toujours bien établie : Certains candidats ne démontrent qu’un
seul sens et parfois, ou d’autres commencent un raisonnement par équivalence et un « donc »
malvenu brise ’enchainement des équivalences.

(b) Plusieurs types d’erreurs dans cette question.
* La preuve du fait que la famille est libre est souvent oubliée et parfois c’est 'oubli de la
dimension.
* « libre car formé de 3 vecteurs non colinéaires ».
* Les vecteurs de la base attendus sont des éléments de .#3(R) c’est-a-dire des matrices
carrées 3 x 3 et non des éléments de R® ou des matrices colonnes.
7. (a) Question plutot bien traitée dans la moitié des cas.
(b) Cette question est trés peu traitée, mais quand elle a été traitée, elle est bien faite.

8. Dans cette question, I’égalité suivante est incorrecte « (A4 M)* = A% + 2AM + M? » car A et M
ne commutent pzs forcément...

9. Cette question a été tres peu traitée. Quand elle ’a été, tres peu d’étudiants ont fait le lien entre
E 4 et le noyau de .
En général, le théoreme du rang est treés bien écrit, mais la dimension de .Z5(RR) est souvent fausse
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Exercice 2

1. (a)

La convergence d’un intégrale est un attendu principal du programme. Certains candidats
soignent bien la démonstration de cette convergence en pensant bien par rappeler la continuité
de la fonction a intégrer, par préciser la positivité de cette méme fonction puis enfin par utiliser
un critere de comparaison.

Cependant une grande majorité de candidats ne parlent pas de la continuité de la fonction
a intégrer, ni la continuité, ou encore se trompent dans la comparaison, affirmant ainsi que
et~ .
t——+oo 12

“+oo —+00

Il est important ici de soigner le passage de la convergence de t"etd t A / t"etd t
0

1
en utilisant la relation de Chasles et donc en précisant que la fonction intégrer est continue
sur le segment [0, 1].
Certains candidats produisent encore cette erreur classique lors de la formation et de la pré-

paration aux concours mais qui devrait étre dépassée lors de l'écrit: cette erreur consiste a

considérer que si tlim t"e~" = 0 alors l'intégrale converge.
——+o00

D’autres candidats pensent calculer I,, explicitement avec une intégration par parties ou une
intégration directe. Dans cette question la valeur de l'intégrale n’est pas demandée, de telles
méthodes ne sont donc pas a privilégier. Par ailleurs, 'intégration par parties demanderait
de mener un raisonnement par récurrence, un peu long par rapport aux attendus de cette
question. Rappelons qu’une primitive d’un produit n’est pas le produit des primitives.

Enfin, lexistence et la valeur du moment d’ordre n de la loi exponentielle de parametre 1,
n’étant pas un résultat au programme, ne pouvaient pas étre utilisés ici pour répondre a cette
question.

Un grand nombre de candidats ont reconnu la densité et I'espérance d’une variable aléatoire
suivant une loi exponentielle de parametre 1, ce qui donnait par le cours immédiatement la
réponse. Ils pouvaient ainsi répondre rapidement a cette question.

Beaucoup de candidats savent qu’il faut étre prudent avec le calcul de 'intégrale impropre en
400, notamment pour le calcul par intégration par parties. Ils introduisent une borne A, mais

A
souvent bien maladroitement : on voit par exemple fréquemment Iy = / e 'd t (idem pour
0

A
L = / te”'d t) et passent & la limite sans autre explication dans la suite de leurs égalités
0

pour conclure aux valeurs.

2. Comme pour la premiere question de cet exercice, la continuité est rarement évoquée, et la positivité
est parfois oubliée. Le critére de comparaison ici une majoration ou une négligeabilité est en général
bien obtenu.

3. Cette question est bien traitée. Plusieurs candidats perdent du temps en détaillant nouveau le calcul
de l'intégrale Iy qu’ils ont obtenu a la question 1b.

4. La croissance de I'intégrale est trés souvent citée et correctement utilisée. Cependant pour comparer
les fonctions a intégrer, 'argument « ¢ est positif » a souvent été oublié. Mais ici la positivité des
fonctions a intégrer est inutile et cette vérification semble indiquer que les candidats répondent de
maniere automatique sans se référer aux énoncés du cours.
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L’inégalité obtenue sur les fonctions permet d’obtenir 'inégalité sur les intégrales impropres conver-
gentes, mais la réciproque est fausse, il ne fallait donc pas raisonner par équivalence.

5. (a)

(b)
()
(d)

Cette question est bien traitée par une majorité des candidats.
Néanmoins les erreurs suivantes ont été rencontrées :

LS| LS|
* Pour z :0,/ dt = —dt.
0 1+$t 0 1+t

* Pour le cas x > 0, il y a eu des erreurs sur la primitive: le coefficient — devient parfois z
x
ou n’apparait pas, la primitive et la dérivée sont trop souvent confondues.

Cette question est bien traitée. cependant certains confondent «croissance» et «linéarité» de
I'intégrale.

Cette question est assez peu abordée et lorsqu’elle I'a été il y a a nouveau eu confusion de
termes : « relation de Chasles » au lieu de « croissance de l'intégrale ».

Cette question est en général assez baclée, elle demande une synthese des question précédente,
mais aussi une détermination précise des limites et une utilisation du théoreme d’encadrement.
Beaucoup ne font la limite que sur [0, 1] ou que sur [1, +0o0o[ et concluent directement pour F'(x).
In(1+ z) . ees ez
———= est rarement justifiée correctement, souvent expédiée par un

: , . In(u)
« par croissance comparée ». La formule du cours est lim
u—+o0o U

La limite en +oo de

= 0, il est donc indispensable

de s’y rapporter pour conclure correctement.

Enfin attention, a priori, la limite de 'intégrale n’est pas l'intégrale de la limite : plusieurs
—t

candidats recherchent la limite quand x tend vers +oo de T ot
x

Cette question est assez bien traitée dans I’ensemble, méme si trop nombreux sont les candidats
qui ne reconnaissent pas l'identité remarquable (a — b)(a + b).

IL est souhaitable que les candidats distinguent la linéarité de l'intégrale et la relation de
Chasles.

Quand elle est abordée, cette question en général bien traitée.

Pour les autres, la majoration a été peu ou mal faite. Les opérations sur les inégalités sont assez

< 1».

incertaines, en particulier, 'implication suivante est incorrecte: «1 4+ xt > 0 = r
x

Cette question, un peu plus délicate et faisant appel a la définition de la négligeabilité, est tres
peu et trés mal traitée. La relation de négligeabilité n’est pas maitrisée, il ne suffisait pas de
montrer que la limite de la différence tend vers 0.

Cette question demandait de connaitre correctement la définition de la dérivabilité en un point
et de savoir manipuler les opérations sur les développements limités.

Les candidats oublient souvent de prendre la limite du taux d’accroissement, et quand ils y
pensent, le petit m o m n’apparait pas dans I’écriture du taux d’accroissement.

8. Cette question de synthese est en général assez bien traitée. Un tracé propre est lisible permet aux
candidats de gagner de nombreux points.

Cependant, les axes ne comportent pas d’'unité. De ce fait, il est impossible de voir que F(0) = 1.
Enfin les allures des courbes sont souvent trop petites. Le tracé de la tangente est souvent faux ou
semble étre fait au hasard.
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Exercice 3

Partie 1.

1. La définition d’une densité semble bien connue. Cependant, une trop grande précipitation est a
noter dans cette question.
En particulier, la continuité est tres vite expédiée, plusieurs étudiants disent que la fonction est
continue sauf en 0! Ou alors, elle est continue sur R tout entier.
La convergence de I'intégrale n’est pas toujours évoquée voire presque toujours oubliée, de nombreux
étudiants se contentent de calculer I'intégrale, ou des erreurs dans le calcul de la primitive arrivent
régulierement.

2. (a) La définition de l'espérance, attendue dans cette question, est majoritairement donnée. La
convergence absolue de l'intégrale impropre pour justifier I’existence de I'espérance doit étre
citée.

Le lien avec l'intégrale de Riemann n’est pas bien rédigée ou n’est pas établie. Enfin, le calcul

i
de 'espérance est souvent faux. trop souvent, ’espérance de X; vaut - T

i

(b) Cette question est peu traitée. Parmi ceux qui ont établi la formule de I'espérance & la question

précédente, peu réussissent a montrer correctement que la suite < 1> est décroissante.
1 — .
=2

Beaucoup se contentent de I’observer par le calcul de quelques valeurs.

3. Cette question est en général bien traitée, mais on voit trop souvent des candidats qui dérivent F;
pour trouver F;!Rappelons que le choix de la méme lettre pour la borne d’intégration et pour la
variable d’intégration est un choix tres dangereux, les candidats se trouvent eux-mémes perdus par
un tel choix.

4. (a) Beaucoup ont correctement pensé a utiliser la fonction de répartition. Mais la question a

souvent été mal traitée, par manque de rigueur par manque de justifications.

* Le support est rarement évoqué.

* Beaucoup oublient de traiter le cas < 0 et manipulent I'inégalité sans se préoccuper du
signe de x.
* La fonction de répartition de U n’a pas souvent été donnée.

(b) Quand la question est traitée, la moitié des candidats le fait correctement. Pour I'autre moitié,
les programmes sont donnés sans aucun random ou avec un test if x <= 1 Certains pro-
grammes proposés ne répondent pas a la question posée, a savoir la simulation de X;, mais
donnent la fonction de répartition ou une densité de X;

Partie II.
5. L’énoncé demandait explicitement d’utiliser la fonction random() du module numpy.random, il
n’était donc pas question d’utiliser la fonction binomial (n-1, p) pour répondre & cette question.

6. Cette quetsion est tres peu ou tres mal traitée. Confusion entre les variables n et N, la commande
sur la liste n’est jamais juste et tres farfelue.

7. La librairie est bien gérée mais les candidats ont eu des problemes avec les abscisses qui ont fait
I’objet de propositions fantaisistes.
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8. (a) Les explications fournies sont en général tres confuses et souvent mauvaises. Elles montrent

que les étudiants n’ont pas compris le principe d’une clé primaire.

(b) Cette question est inégalement réussi. Une bonne moitié des candidats ont bien compris cette
question et la résolvent correctement.
Beaucoup de candidats ne donnent pas une clé mais une phrase ”"le nom de la personne”, "le
département”; .... Cependant, si I'attribut n’est pas cité, sa description exacte prouve que la
question est quand méme bien comprise.
Plusieurs candidats proposent i_nom comme clé primaire de la table individu : n’ont-ils jamais
remarqué que plusieurs personnes peuvent porter le méme nom ?

(c) Cette question est peu traitée.

(d) Lorsqu’elle est traitée, elle est plutdt correcte, méme si de temps en temps, la syntaxe est dans
le désordre.

(e) La jointure n’a pas souvent été vue. L'impression générale est que les jointures ne sont pas
maitrisées et qu’on écrit ce qu’on peut en anglais en espérant que c¢a passe...

Partie III.

9. Cette question quand elle est traitée est en général juste.
10. (a) Cette question est en général bien traitée quand elle est abordée. Rappelons qu'un événement
conditionnel n’a pas de sens et que I'écriture suivante ne peut étre utilisée: «y—;[Z, < x>
(b) De nombreux candidats ont repéré cette question et y ont reconnu une utilisation de la formule
des probabilités totales.
La formule des probabilités totales et le systéeme complet d’événements sont cités la plupart
du temps, mais lors de la sommation, il apparait que le systeme complet d’événements n’est
pas correct.
(c) Cette question est plutot réussie, la formule du bindéme est en général, repérée.
11. Cette question est peu traitée, mais quand elle I'est, la résolution ets plutét correcte.
La continuité en 1 n’a pas souvent été faite, et certains pensent qu’il y a un probleme en 0. Plusieurs
candidats se sont lancés dans de longues vérifications inutiles (croissance, limites en —oo et en +00).

12. Cette question est tres peu abordée, mais bien traitée.

13. (a) Des tentatives de truandages.

(b) Cette question n’est que tres rarement abordée. L’idée de 'exponentielle est relativement
fréquente mais le plus souvent sans aboutir par la suite.
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